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PGCD et algorithme d’Euclide Définition du PGCD

Définition 1 : (définition du PGCD)

Soit a et b deux entiers relatifs non simultanément nuls.

L’ensemble des diviseurs communs a a et b admet un plus grand
élément d appelé Plus Grand Diviseur Communde a et b :

d = PGCD(a ; b)

NB  On note aussi (dans le supérieur) : d=aAb
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PGCD et algorithme d’Euclide Propriétés du PGCD

PGCD

Propriété 1 : (propriétés du PGCD)

Soit a et b deux entiers relatifs non simultanément nuls et k£ un entier relatif.

PGCD(a; b) = PGCD(b}; a) (commutatitivité)
PGCD(a; b) = PGCD(lal; |b|) (aet—a ontles mémes diviseurs)
1 < PGCD(a ; b) < min(|al, |b|]) (1 est toujours diviseur commun)

(les diviseurs de a sont < |a|)
PGCD(a; 0) = |a| (tous les entiers non nuls divisent 0)
PGCD(a; 1) =1 (1]a et les diviseurs de 1 sont < 1)

PGCD(a; b) = PGCD(a—b; a) (méthode de la soustraction)
PGCD(ka; kb) = |k| x PGCD(a; b) (multiplication par un scalaire)
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PGCD et algorithme d’Euclide Propriétés du PGCD

Démonstration :
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PGCD et algorithme d’Euclide Nombres premiers entre eux

Définition 2 : (nombres premiers entre eux)

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.

aetb pemier entre eux <= | PGCD(a; b) = 1

NB les diviseurs communs de a et b sont 1 et -1
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PGCD et algorithme d’Euclide PGCD et nombres premiers entre eux

Propriété 2 : (PGCD et nombres premiers entre eux)

a, b, a’ et b’ sont des entiers relatifs non nuls.
d est un entier naturel non nul.

a=dd

b=ay 3V PGCD(d'; V') =1

d=PGCD(a; b) {
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PGCD et algorithme d’Euclide PGCD et nombres premiers entre eux

Démonstration :

Tale Maths expertes - Licence CC BY-NC-SA 7 mars 2025 10/26




PGCD et algorithme d’Euclide PGCD et division euclidienne

Propriété 3 : (PGCD et division euclidienne)
Soit a et b deux entiers naturels non nuls.
Soit r le reste de la division euclidienne de a par b :

a=bg+r

On a alors :

PGCD(a ; b) = PGCD(b ; r)
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PGCD et algorithme d’Euclide PGCD et division euclidienne

Démonstration :

Tale Maths expertes - Licence CC BY-NC-SA 7 mars 2025 12/26




PGCD et algorithme d’Euclide Algorithme d’Euclide

Théoreme 1 : (algorithme d’Euclide)

Soit a et b deux entiers naturels non nuls.

Soit la suite (r,) des restes définit récursivement
par:
@ ro=b et ryestlereste de la division
euclidienne de a par b;
@ pourtouti >2:
@ sir,_y=0alorsr; =0;
@ sinon r; est le reste de la division
euclidienne de r;_j par ri_j.

La suite (r,) est nulle a partir d’un certain rang et
le dernier terme nonnulestle PGCD deaetb .
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a=bqgy + 1

b= riqx + ny

rr=nrqz;t+r;
Tk—2 =Tk-19k + Tk
Tk—1 =Tk qrr1 + 0

PGCD(a;b) = r
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PGCD et algorithme d’Euclide Algorithme d’Euclide

Démonstration :
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Théoréme de Bézout Identité de Bézout (Théoréme de Bachet-Bézout)

Théoreme 2 : (identité de Bézout)

Soit a et b deux entiers relatifs non simultanément nuls.

Il existe un couple (u;v) d’entiers relatifs tel que :

au + bv =PGCD(a ;b)

NB  Ce couple n’est pas unique
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Théoréme de Bézout Identité de Bézout (Théoréme de Bachet-Bézout)

Démonstration :
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Théoréme de Bézout Corrolaire de Bézout

Théoreme 3 : (corrolaire de Bézout)

Soit a et b deux entiers relatifs non simultanément nuls et ¢ un entier
relatif

L’équation | ax+by=c

&= cestun multiple de PGCD(a; b)

admet des solutions entieres

NB  Une équation diophantienne est une équation polynomiale a
coeflicients entiers dont on cherche des solutions enti¢res (ou
rationnelles)
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Théoréme de Bézout Corrolaire de Bézout

Démonstration :
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Théoréme de Bézout Théoréme de Bézout

Théoreme 4 : (théoreme de Bézout)

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.

il existe deux entiers relatifs

a et b premier entre eux —
P uetvtelque | au+bv =1

NB  Ce couple n’est pas unique

MatheX Tale Maths expertes - Licence CC BY-NC-SA 7 mars 2025 20/26



Théoréme de Bézout Théoréme de Bézout

Démonstration :
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Theoreme de Gauss Théoréme de Gauss

Théoréme 5 : (théoréme de Gauss)

Soit a, b et ¢ trois entiers relatifs non nuls.

a et b premier entre eux

o ) =  adivise c
a divise le produit bc
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Theoreme de Gauss Théoréme de Gauss

Démonstration :
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Theoreme de Gauss Corrolaire du théoreme de Gauss

Théoréme 6 : (corrolaire du théoréeme de Gauss)

Soit a, b et ¢ trois entiers relatifs non nuls.

b et c premier entre eux

b divise a =— le produit bc divise a
c divise a
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Theoreme de Gauss Corrolaire du théoreme de Gauss

Démonstration :

Tale Maths expertes - Licence CC BY-NC-SA 7 mars 2025 26/26




	Table des matières
	PGCD et algorithme d'Euclide
	Définition du PGCD
	Propriétés du PGCD
	Nombres premiers entre eux
	PGCD et nombres premiers entre eux
	PGCD et division euclidienne
	Algorithme d'Euclide

	Théorème de Bézout
	Identité de Bézout (Théorème de Bachet-Bézout)
	Corrolaire de Bézout
	Théorème de Bézout

	Thèorème de Gauss
	Théorème de Gauss
	Corrolaire du théorème de Gauss


