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Divisibilité¢ dans Z

Divisibilité, Division euclidienne et Congruence

Définition 1 : (définition de la divisibilité)

b|a  ilexiste k € Ztel que a = kb

NB
On peut dire de maniere équivalente :

e bdivise a

e b est un diviseur de a
e a est divisible par b

e a est un multiple de b
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Divisibilité¢ dans Z

Divisibilité, Division euclidienne et Congruence

Propriété 1 : (propriétés de la divisibilité)

blae a+0 = |b| <|a| (minoration du diviseur)
clbetb|la = cla (transitivité)
blaetb|lc = b|(ka+k'c) (combinaison linéaire)

pour tout entier k et k’

bla = b| (ka+k'b) (combinaison linéaire)
pour tout entier k et k’
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Divisibilité¢ dans Z

Divisibilité, Division euclidienne et Congruence

Démonstration :
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Division euclidienne

Divisibilité, Division euclidienne et Congruence
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Division euclidienne Définition de la division euclidienne

Divisibilité, Division euclidienne et Congruence

Théoréme 1 : (existence et unicité de la division euclidienne)

Soita € Z et b € N*.

I1 existe un unique couple d’entiers (g ; r) tel que :

a=bg+r avecqeZ et 0<r<b

NB
Cette relation est la division euclidienne de a par b avec :
@ a le dividende et b le diviseur;

e g le quotient et r le reste.
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Division euclidienne Définition de la division euclidienne

Divisibilité, Division euclidienne et Congruence

Démonstration :
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Division euclidienne Formes d'un entier

Divisibilité, Division euclidienne et Congruence

Propriété 2 : (formes d’un entier)
Soit b un entier supérieur ou égal a 2.
Tout entier a s’écrit sous une des formes :

a=bg+r avecre{0;1;---;b—1} et gunentier

MatheX Tale Maths expertes - Licence CC BY-NC-SA 4.0 27 octobre 2024 11/18



Congruence

Divisibilité, Division euclidienne et Congruence

Table des matieres :

© Congruence
e Définition de la congruence
e Congruence et divisibilité
o Propriétés de la relation de congruence

@ Inverse modulo m

MatheX Tale Maths expertes - Licence CC BY-NC-SA 4.0 27 octobre 2024 12/18



Congruence Définition de la congruence

Divisibilité, Division euclidienne et Congruence

Définition 2 : (définition de la congruence)

Soitaetbe Z;etm e N*

a et b sont congrus a et b ont le méme reste dans la
modulo m division euclidienne par m
NB

@ Onécrit: a=b[m] ou a=bmodm ou a=b(m).
@ On dit aussi : a est congru a b modulo m.
ea=b[m] & ilexisteunentierktelquea=b+kxm
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Congruence Congruence et divisibilité

Divisibilité, Division euclidienne et Congruence

Propriété 3 : (congruence et divisibilité)

a=b[m] & m| (a->b)
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Congruence Congruence et divi

Divisibilité, Division euclidienne et Congruence

Démonstration :
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Congruence Propriétés de |a relation de congruence

Divisibilité, Division euclidienne et Congruence

Propriété 4 : (propriétés de la relation de congruence)

a=a [m] (réflexivité)

a=b[m] = b=a[m] (symétrie)

a=b[m] et b=c[m] = a=c[m] (transitivité)

@=bml =S a+c=b+d [m] (compatibilité avec la somme)
c=d [m] a+c= m p \¢ S

a=>blml =>axXc=bxd [m] (compatibilité avec le produit)
c=d [m] arc= " P P

a=b[m] = d=b"[m] (compatibilité avec la puissance)

pour tout entier naturel kK non nul
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Congruence Propriétés de |a relation de congruence

Divisibilité, Division euclidienne et Congruence

Démonstration :
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Congruence Inverse modulo m

Divisibilité, Division euclidienne et Congruence

Définition 3 : (inverse modulo )

a est un inverse de b

— axb=1 [m]
modulo m

il existe au moins un inverse

a est inversible modulo m —
de a modulo m
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