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Lensemble C Existence de C

Nombres complexes

Théoreme 1 : (existence de C)

Il existe un ensemble noté C et appelé

ensemble des nombres complexes avec les propriétés suivantes :

e C contient ’ensemble R et posseéde une addition et une
mutliplication avec les mémes regles de calcul que celles sur R ;

e C contient un nombre (non réel) noté i qui vérifie :

> =-1

e chaque éléments z de C a une écriture unique de la forme :

z=a+ib

NB:

avec a et b des réels

La forme z = a + ib est la forme algébrique de z avec :

e asa partie réelle : a = Re(z) ;
e b sa partie imaginaire : b = Im(z).
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Lensemble C Egalité dans C

Nombres complexes

Propriété 1 : (égalité dans C)

soitz=a+ibet7 =da +ib'.

7=7 & a=detb="V

En particulier, on a :

7=0 & a=0etb=0
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Lensemble C ~ Egalité dans C
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Démonstration :
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Lensemble C Nombre conjugué

Nombres complexes

Définition 1 : (nombre conjugué)
Soitz =a +ib.

Le nombre conjugué de z, noté z, est le nombre :

Z=a-1ib
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Opérations sur C Extension des régles de calculs de R

Nombres complexes

Propriété 2 : (extension des regles de calculs de R)

z+7 =7+z =7z (commutativité)
(z+Z)+7=z+(Z +2") (z2)7" =2(Z2”) (associativité)
(7 +2") =277 +22° (distributivité)

z+0=z zxX1=z (éléments neutres)

77 =0 e z=00uz =0 (équation produit)
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Opérations sur C Linéarité des parties réelle et imaginaire

Nombres complexes

Propriété 3 : (linéarité des parties réelle et imaginaire)

Re(z+7') = Re(z) + Re(7)
Im(z+7") = Im(z) + Im(Z")

Re(kz) = k Re(2) avec k un réel
Im(kz) = kIm(z) avec k un réel
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Opérations sur C Identités remarquables

Nombres complexes

Propriété 4 : (identités remarquables)

(a+ib)? = (a* = b?) + 2iab (1)
(a —ib)? = (a* - b*) — 2iab ()
(a+ib)(a—ib) =a* +b* =22 (3)
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Opérations sur C Opérations avec les conjugués

Nombres complexes

Propriété S : (opérations avec les conjugués)

7+Z=2Re(2) (D
z7—7=2iIm(z) 2)
27 =Re(2)* + Im(2)’ 3)
2+7 =27 +7 S
ix7 =z X7 S
Z'=(7)" pour tout entier naturel n 6)

(1) 1
—) =— siz#0 (7

z Z
(E,):Z: Sz #0 (8)

z 7
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Opérations sur C Produit, inverse et quotient

Nombres complexes

Propriété 6 : (produit, inverse et quotient)

Soitz=a+ibet? =a +ib

z7 = (a+ib)(d' +ib") = (ad’ — bb") + i(ab’ +a’b) (D
1 Z a b )
_= — = —1 ;t 0 2
z 22 a*+b? la2+b2 stz @
z zZ ad -bb  ab +db .
—=—== —i "#0 3
7 gy a?+b? i U ©)
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Polynomes sur C Polynéme du second degré

Nombres complexes

Propriété 7 : (polynome du second degré)

Soit f(z) = az® + bz + ¢ avec a, b et ¢ des réels (a # 0).

Les racines etla factorisation de f sur C sont:

Racines Factorisation
-b+VA -b—+VA
A>0 71 = = a(z—z1)(z—22)
2a 2a

b
A=0 0=—— a(z - 20)*

2a

—-b+iy|A —b —i/|A

A<O Z1=2—a|| ITH a(Z—Zl)(Z—Zz)
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Polynomes sur C Polynéme du second degré

Nombres complexes

Démonstration :
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Polynomes sur C Factorisation de z"" — a”"

Nombres complexes

Propriété 8 : (factorisation de 7" — a")

?'—d"=(z-a)Q(2)

avec Q(z) un polyndme de degré n — 1

n—1
NB: O0(2) = Z akn 1k
k=0
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Polynomes sur C Factorisation de z"" — a”"

Nombres complexes

Démonstration :
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Polynomes sur C Factorisation par une racine

Nombres complexes

Propriété 9 : (factorisation par une racine)

Soit P(z) un polyndme de degré n a coefficient réels.
Soit @ une racine de P : P(a) = 0.

P est alors factorisable par z — a :

P(z) = (z-a)Q(2)

avec Q(z) un polynéme de degré n — 1
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Polynomes sur C Factorisation par une racine

Nombres complexes

Démonstration :
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Polynomes sur C Nombre de racines

Nombres complexes

Propriété 10 : (nombre de racines)

Un polyndme de degré n admet au plus » racines.
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Polynomes sur C Nombre de racines

Nombres complexes

Démonstration :
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