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Correction DS02
Récurrence, Limites de suites, Limites de fonctions

Durée de l’épreuve : 01h55

L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé.
Le candidat répond sur feuilles doubles numérotées et garde l’énoncé.

Les traces de recherche, même incomplètes ou infructueuses, seront valorisées.
La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements seront prises en compte.

Exercice 1 (5 points)

1. Donner les limites de f et les asymptotes à Cf à partir de son tableau de variations :

x −∞ −1 1 +∞

f
+∞

−∞ −∞

+∞

−∞

2

lim
x→−∞

f(x) = +∞

lim
x→−1
x<−1

f(x) = −∞ et lim
x→−1
x>−1

f(x) = −∞ donc x = −1 est une asymptote verticale à Cf

lim
x→1
x<1

f(x) = +∞ et lim
x→1
x>1

f(x) = −∞ donc x = 1 est une asymptote verticale à Cf

lim
x→+∞

f(x) = 2 donc y = 2 est une asymptote horizontale à Cf

2. Démontrer que pour tout entier naturel n et pour tout réel positif a , (1 + a)n ≥ 1 + na

Soit la propriété Pn : (1 + a)n ≥ 1 + na

◦ Initialisation :
avec n = 0 : (1 + a)0 = 1 et 1 + 0× a = 1 donc (1 + a)0 ≥ 1 + 0× a

P0 est vraie et la propriété est initialisée.

◦ Hérédité :
on suppose Pn vraie, on a donc (1 + a)n ≥ 1 + na (HR)

On essaie de montrer que Pn+1 est vraie, c’est à dire que : (1 + a)n+1 ≥ 1 + (n + 1) a

(1 + a)n ≥ 1 + na

⇒ (1 + a)n (1 + a) ≥ (1 + na)(1 + a) car 1 + a > 0

⇒ (1 + a)n+1 ≥ 1 + na + a + na2 ≥ 1 + na + a car na2 ≥ 0

⇒ (1 + a)n+1 ≥ 1 + a (n + 1)

Pn+1 est vraie et la propriété est héréditaire

◦ Conclusion :
la propriété est initialisée et héréditaire, donc par le principe de récurrence :
∀n ∈ N, (1 + a)n ≥ 1 + na

https://www.mathexien.com Page 1 sur 5 Licence CC BY-NC-SA 4.0

https://www.mathexien.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.fr


MatheX - T_SPE MATHS_12 Correction DS02 Mardi 04 octobre 2022

Exercice 2 (5 points)

1. Déterminer la limite de le suite définie pour tout entier n ≥ 1 par un =
n2 − cos(n)

2n
Pour tout entier naturel n ≥ 1 on a :

−1 ≤ cos(n) ≤ 1

⇒ −1 ≤ −cos(n) ≤ 1

⇒ n2 − 1 ≤ n2 − cos(n) ≤ n2 + 1

⇒ n2 − 1

2n
≤ n2 − cos(n)

2n
≤ n2 + 1

2n
car 2n ≥ 2 > 0

⇒ un ≥ vn avec vn =
n2 − 1

2n
=

n2

(
1− 1

n2

)
2n

=
n

2
·
(

1− 1

n2

)
On détermine la limite de vn :

lim
n→+∞

1 = 1

lim
n→+∞

1

n2
= 0

 ⇒ lim
n→+∞

(
1− 1

n2

)
= 1 par somme

lim
n→+∞

n

2
= +∞

lim
n→+∞

(
1− 1

n2

)
= 1

 ⇒ lim
n→+∞

vn = +∞ par produit

On détermine la limite de un en utilisant le théorème de comparaison :
un ≥ vn ∀n ∈ N∗

lim
n→+∞

vn = +∞

 ⇒ lim
n→+∞

un = +∞

2. Déterminer la limite de le suite définie pour tout entier n ≥ 2 par un =
(−1)n − n

1− n
Pour tout entier naturel n ≥ 2 on a :

−1 ≤ (−1)n ≤ 1

⇒ −1− n ≤ (−1)n − n ≤ 1− n

⇒ −1− n

1− n
≥ (−1)n − n

1− n
≥ 1− n

1− n
= 1 car 1− n < 0

⇒ 1 ≤ un ≤ vn avec vn =
−1− n

1− n
=

−n
(

1 +
1

n

)
−n
(

1− 1

n

) =
1 +

1

n

1− 1

n

On détermine la limite de vn :

lim
n→+∞

(
1 +

1

n

)
= 1

lim
n→+∞

(
1− 1

n

)
= 1

 ⇒ lim
n→1

vn = 1 par quotient

On détermine la limite de un en utilisant le théorème des gendarmes :
1 ≤ un ≤ vn ∀n ≥ 2

lim
n→+∞

1 = 1

lim
n→+∞

vn = 1

 ⇒ lim
n→+∞

un = 1
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Exercice 3 (5 points)

Aladdin vous propose un investissement où chaque jour vous gagnez 10 Dh et vous perdez 10% de ce
que vous aviez le jour précédent. Votre mise initiale est de 20 Dh.

1. Montrez que vous aurez toujours moins de 100 Dh.

On modélise le montant au jour n par la suite (un) définie par :

 u0 = 20

un+1 = 0, 9un + 10 ∀n ∈ N
Soit la propriété Pn : un ≤ 100

◦ Initialisation :
avec n = 0 : u0 = 20 ≤ 100

P0 est vraie et la propriété est initialisée.

◦ Hérédité :
on suppose Pn vraie, on a donc un ≤ 100 (HR)

On essaie de montrer que Pn+1 est vraie, c’est à dire que : un+1 = 0, 9un + 10 ≤ 100

un ≤ 100

⇒ 0, 9un ≤ 0, 9× 100 = 90

⇒ 0, 9un + 10 ≤ 90 + 10

⇒ un+1 ≤ 100

Pn+1 est vraie et la propriété est héréditaire

◦ Conclusion :
la propriété est initialisée et héréditaire, donc par le principe de récurrence : ∀n ∈ N, un ≤ 100

2. Étudier la limite de la plus-value de cet investissement.

On étudie la variation de la suite (un) :
un+1 − un = 0, 9un + 10− un = −0, 1un + 10

un ≤ 100 ⇒ −un ≥ 100 ⇒ −0, 1un ≥ 10 ⇒ −0, 1un + 10 ≥ 0

Donc (un) est une suite croissante

On étudie la limite de la suite (un) à l’aide du théorème de convergence monotone :

(un) croissante

un ≤ 100 ∀n ∈ N

 ⇒ (un) est convergente et sa limite est inférieure ou égale à 100.

La plus-value de l’investissement est donc convergente et sa limite est inférieure ou égale à 80.
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Exercice 4 (5 points) D’après bac, Polynésie, juin 2018

Un lapin se déplace dans un terrier composé de trois galeries, notées A, B et C, dans chacune desquelles
il est confronté à un stimulus particulier. À chaque fois qu’il est soumis à un stimulus, le lapin reste
dans la galerie où il se trouve ou change de galerie. Cela constitue une étape.

Au départ, le lapin est dans la galerie A.
S’il est en A, la probabilité de rester en A est de un tiers sinon il passe en B.
S’il est en B, la probabilité de rester en B est de un demi, sinon il a la même chance de passer en A
ou en C.
S’il est en C, la probabilité de rester en C est de un tiers, sinon il passe en B.

Déterminer la position la plus probable du lapin après un très grand nombre d’étapes.

On pourra étudier les suites un = an − cn et vn = bn −
4

7
, an (respectivement bn et cn) étant la

probabilité que le lapin se trouve en A (respectivement B et C) à l’étape n.

Au départ, le lapin est en A et donc les probabilités initiales sont :


a0 = 1

b0 = 0

c0 = 0

Ensuite, les probabilités à l’étape n + 1 sont :


an+1 =

1

3
an +

1

4
bn

bn+1 =
2

3
an +

1

2
bn +

2

3
cn

cn+1 =
1

4
bn +

1

3
cn

On étudie la suite un = an − cn :

un+1 = an+1 − cn+1 =
1

3
an −

1

3
cn =

1

3
(an − cn) =

1

3
un ∀n ∈ N

u0 = a0 − c0 = 1

 ⇒ un =

(
1

3

)n

∀n ∈ N

On étudie la suite vn = bn −
4

7
:

Les évènements An, Bn et Cn constituent une partition de Ω ⇒ an + bn + cn = 1 ⇒ an + cn = 1− bn

vn+1 = bn+1−
4

7
=

1

2
bn+

2

3
(an+cn)− 4

7
=

1

2
bn+

2

3
(1−bn)− 4

7
= −1

6
bn+

2

21
= −1

6

(
bn −

4

7

)
= −1

6
vn

vn+1 −
1

6
vn ∀n ∈ N

v0 = b0 −
4

7
= −4

7

 ⇒ vn = −4

7
·
(
−1

6

)n

∀n ∈ N ⇒ bn = −4

7
·
(
−1

6

)n

+
4

7
∀n ∈ N

On retrouve une expression explicite des probabilités an et cn :

un = an − cn =

(
1

3

)n

⇒ an = cn +

(
1

3

)n

an + bn + cn = 1 ⇒ cn = 1− an − bn = 1− cn −
(

1

3

)n

+
4

7
·
(
−1

6

)n

− 4

7

⇒ 2 cn =
3

7
−
(

1

3

)n

+
4

7
·
(
−1

6

)n

⇒ cn =
3

14
− 1

2
·
(

1

3

)n

+
2

7
·
(
−1

6

)n

⇒ an =
3

14
+

1

2
·
(

1

3

)n

+
2

7
·
(
−1

6

)n

https://www.mathexien.com Page 4 sur 5 Licence CC BY-NC-SA 4.0

https://www.mathexien.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.fr


MatheX - T_SPE MATHS_12 Correction DS02 Mardi 04 octobre 2022

On a obtenu les expressions explicites des trois suites :

an =
3

14
+

1

2
·
(

1

3

)n

+
2

7
·
(
−1

6

)n

bn =
4

7
− 4

7
·
(
−1

6

)n

cn =
3

14
− 1

2
·
(

1

3

)n

+
2

7
·
(
−1

6

)n

Et comme lim
n→+∞

qn = 0 lorsque |q| < 1 , on a les limites :


lim

n→+∞
an =

3

14

lim
n→+∞

bn =
4

7
=

8

14
>

3

14

lim
n→+∞

cn =
3

14

Donc, la position la plus probable du lapin après un très grand nombre d’étapes est la position B.

Exercice bonus (optionnel) Résoudre le paradoxe d’Achille et de la tortue.
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