MatheX - T SPE MATHS 13 Correction DS02 Lundi 02 octobre 2023

Correction DS02

Récurrence, Limites de suites

Durée de I’épreuve : 01h55

L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé.
Le candidat répond sur feuilles doubles numérotées et garde I’énoncé.
Les traces de recherche, méme incomplétes ou infructueuses, seront valorisées.

La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements seront prises en compte.

Exercice 1 (5 points)
1. Démontrer que pour tout entier naturel n et pour tout réel positif a : (14 a)” > 14 na
Soit la propriété P, : (14 a)” > 1+ na

o Initialisation :

Avecn=0:(1+a)=1¢et 1+0xa=1donc(1+a)>1+0xa

Py est vraie et la propriété est initialisée.

o Hérédité :

On suppose P, vraie, on a donc (1 +a)* > 1+ ka (HR)

On essaie de montrer que Py est vraie, c’est a dire que : (1 +a)f*! > 14+ (k+1)a
(1+a)*>1+na

= (1+a)*(1+a)>(1+ka)(1+a) car 1 +a >0

= (1+a)"*"'>14ka+a+ka®>>1+ka+a car ka? > 0

= (14+a)ft >14a(k+1)

Py est vraie et la propriété est héréditaire

o Conclusion :

La propriété est initialisée au rang n = 0 et est héréditaire donc, par le principe de récurrence,

on a bien pour tout entier naturel n et pour tout réel positif a : (1 +a)” > 1+ na O
2. Démontrer que pour tout réel ¢ > 1 : lim ¢" =+o00
n—-4o0o

g>1 = qg=(14a) avec a un réel strictement positif.

On a déja montré que pour tout entier naturel n et pour tout réel positif a : (14 a)” > 1+ na

¢"=(1+a)">1+na pourtoutneN
_ ] = lim ¢" = 400 par comparaison []
a>0 = hrf (1 4+ na) = 400 par produit et somme n—r+oo
n—-+0oo
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Exercice 2 (5 points)

L. Soit (u,) la suite définie pour tout entier naturel non nul par u, = —.
n

En utilisant la définition de la limite d’une suite, montrer que (u,) converge vers 0.

1 1 1
—2<€<:)n2>7<:)n>— carn>0ete >0
n €

NG
1 .
de plus — > 0 pour tout entier naturel non nul.
n
Donc si on prend N le premier entier strictement supérieur a 7, on a bien :
€

pour tout n > N,ona —e <0 <u, <e¢

Et donc: lim wu, =0

n—-+00
1 1
2. Déterminer la limite de la suite définie par u,, = (—2 - — = 1> (n2 +n+ 1) pour tout n > 1.
n n
1
n—-+00 nl 1 1
lim —— =0 = lim (2——1>:—1
n——+00 n n—+o00 \ N n
lim —-1=-1 par somme
n—-+o0o
= lim wu, = —o0 parproduit
n—-+o0o
lim n?=+oc0
n—-+00o
lim n =400 = lim <n2+n+1>:+oo
n—-+o0o n—+o0o
lim 1=1 par somme
n—-+00 9
n 4+ sin(n) + 2n
3. Déterminer la limite de la suite définie par u,, = + 5 +( ( )Sn pour tout n > 2.
n —

—1<sin(n)<letn>2 = 0<2n2+n—-1<2n®+n+sin(n) <202 +n+1 (1)
< ! < !
n?2+1 - n24+(-1)" ~ n?-1

(2)

—1<(-)"<letn>2 = 0<n?-1 <n?+(-1)" <n?+1 =

2n? +n—1 2n? +n+1
(1) et (2) = vn:qungﬁ_wn
1 1 1 1
14+ —— — 1+—+ —
Up = 2 X nln et w, =2X nl
1+ —= 1+ =
n?2 n?2
1 1 1 1
lim 1+--—5=1 1+--—
nhee o = lim —% "% —1 par quotient = lim v, = 2 par produit
n—-+4oo TL2 2
. 1 1 1 1
lim 14—-+4-—5=1 I+—--—=
nehee non = lim RN~ — 1 par quotient = lim w, = 2 par produit
. o n——+oo n——+oo
lim 1-—=1 14+ —
n—+oo n n2

On a encadré u,, par deux suites convergentes vers 2 et donc, d’aprés le théoréme des gendarmes,
uy, converge également vers 2.
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Exercice 3 (5 points)

U
Soit la suite (u,) définie par up = 10 et up41 = 7” — 1 pour tout entier naturel n.

1.

Montrer que u,, > —2 pour tout entier naturel.
Soit la propriété P, : u, > —2
o Initialisation :

Avecn =0:uy=10< -2
Py est vraie et la propriété est initialisée.

o Hérédité :

On suppose Py vraie, on a donc uj > —2 (HR)
On essaie de montrer que Py, est vraie, c’est & dire que : up41 = ?n —1>-2

uk>—2

Uk,
= — > -1
5 =
U
= ?k — 1> —2 = Pj,1 est vraie et la propriété est héréditaire

o Conclusion :

I‘La propriété est initialisée au rang n = 0 et est héréditaire, donc par le principe de récurrence,
pour tout entier naturel u, > —2.

. Etudier le sens de variation de la suite.

o n
un-i-l_un—_?_l

Up > —2 = —up <2 = —%"gl - —%—150

Donc la suite (u,) est décroissante.

En déduire si (uy) est convergente ou divergente. On étudie la limite de la suite (u,) a 'aide
du théoréme de convergence monotone :

(uy,) décroissante

Uy > —2 VYneN

= (uy,) est convergente et sa limite est supérieure ou égale a —2.

. Soit la suite (v,) définie par v, = uy, + 2

Montrer que (vy,) est une suite géométrique.

U U 1 1
ynﬂ:un+1+2:?”—1+2:?”+1:§(un+2):§vn

1
Donc (vy,) est une suite géométrique de raison 5 et de premier terme vy = 12

. En déduite la limite de (uy,).

1 n 1 n
vn:12><(2> =u, +2 = un:12><<2> -2

1 \"
0< 3 <1 = Ilim <2> =0 = lim w, = —2 par produit puis par somme.

n—-+400 n—-400
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Exercice 4 (5 points)

0.7
On construit la suite de carrés dont le début

2 2 . 0.6
est représenté ci-contre.

, 1
La longueur du cété du premier carré est de — o2

et, ensuite, celle de chaque carré est la moitié 04
de celle du carré précédent.

On sintéresse a la suite (a,) représentant la i Q P
somme des aires de tous les carrés a 1’étape n. 02

, . .. 0.1
Déterminer la limite de a,.

1 qn+]_ -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Rappel : 1 +q+¢*+ -+ ¢" = 1—gq
Soit la suite (uy) représentant 'aire du carré construit a I’étape n.

an étant la somme des aires de tous les carré a I’étape n, on a :

n
ap = E U = U+ U2+ F Uy
i=1

La longueur du c6té de chaque carré est la moitié de celle du carré précédent, donc ’aire de chaque
2
carré est le quart de celle du précédent car (2(:> = 1(52 (ou bien car deux figures semblables de

rapport k ont une aire de rapport k?)
Ainsi (u,,) est une suite géométrique dont on peut donner une formule explicite :
1\ 1 !
um=\{5] =73 1 1\"" 1 _
2 4 == Uy = 1 X | - = — pour tout entier n > 1

. 4 4n
Up+1 = Zlun pour tout entier n > 1

1
n n 1—
1 1 1 4 1
:>an:§ = 42,_1—14”1+_1—3<1—4n+1>—1p0urtouterltiern21
i=1 1=0 - =
4

n—+oo \ 4

1 . 1\"
Comme 0 < 1 < 1 donc lim - =0

4 1
Et donc lim a, = — —1 = — par somme et produit.
n—+00 3

Si on reproduit a l'infini notre construction, la somme des aires converge vers 37 elle est bien finie!

Exercice bonus (optionnel) Déterminer la limite de I’aire du flocon de Von Koch.
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