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Limites de fonctions
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Limite finie ou infinie d’une fonction Limite finie d’'une fonction en +oc0 ou —co

Limites de fonctions

Définition 1 : (limite finie d’une fonction en +co ou —co)

Soit € un nombre réel. .
Tout intervalle ouvert contenant ¢

fapour limite £ en +oo contient toutes les valeurs de f(x)
(respectivement en —oo) pour x assez grand
(respectivement pour x assez petit)

NB : / ¢,

e onnote: lim f(x)=¢ tre
X—+00 —e

(respectivement  lim f(x) =¢)
X——00

e on essaiera de prouver que :

pour tout &, il existe xg tel que : pour tout x > xg, f(x) €€ —&; €+ ¢
avec & un réel positif non nul et xp un réel (un x assez grand)
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Limite finie ou infinie d’'une fonction Limite finie d’'une fonction en +oc0 ou —co

Limites de fonctions

p 1
Exemple : Etudiez la limite de la fonction f(x) = — en +o0
: X

Intuitivement :

Sur un exemple :

Rigoureusement :
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Limite finie ou infinie d’une fonction Limite finie d’'une fonction en +oc0 ou —co

Limites de fonctions

p 1
Exemple : Etudiez la limite de la fonction f(x) = — en +o0
: X

Intuitivement :  on voit que la limite en +co eten —co est £ =0

Sur un exemple : si on choisit £ = 107, on peut trouver xo tel que
pour tout x > xp, ona 0 < f(x) < 107

1
x>0 et f(x)=-<10"% & x> 10°
X
Donc en prenant xo = 10°, on a bien : pour tout x > xo, 0 < f(x) < 107°
Rigoureusement :  Soit £ > 0, on veut montrer qu’il existe xq tel que pour
toutx > xpona—¢e <f(x) <e:
1

—e<0<-<e © x> -
X E

Donc avec xo = —, on a bien :
g

pour tout x > xg, —& < f(x) < &
et donc la fonction f(x) est convergente en +co et a pour limite £ = 0
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Limite finie ou infinie d’'une fonction Limite finie d’'une fonction en +oc0 ou —co

Limites de fonctions

Ao . . 1
Exemple 2 : Etudiez la limite de la fonction f(x) = = en —oo
, 1 1

¥x<0e —<e o x<0eax>- & x<-— care >0

X € e

. 1 .
Donc si on prend xp = ———=, on a bien :
&

pour tout x < xp,ona—-& <0 <f(x) <e

Etdonc: lim f(x)=0
X——00
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Limite finie ou infinie d’'une fonction Asymptote horizontale

Limites de fonctions

Définition 2 : (asymptote horizontale)

Soit € un nombre réel.

La droite d’équation y ={ est une XE,IPOO fx)=¢
asymptote horizontale a Cr en +c0 < (rf%SpeCtivement
(respectivement en —oo) lim f(x) =¢)
X——00
/\
(+e
e N\ ‘!\_/'\
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Limite finie ou infinie d’'une fonction Asymptote horizontale

Limites de fonctions

Exemple : Donner les asymptotes horizontales a Cy :
X —00 -3 2 +00
2 5
f N
-1 0
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Limite finie ou infinie d’'une fonction Asymptote horizontale

Limites de fonctions

Exemple : Donner les asymptotes horizontales a Cy :
X —00 -3 2 +00
2 5
-1 0

lim f(x)=-1 = d; : y= -1 estune asymptote horizontale a Cy en —oco
X——00

lim f(x)=5 = d» : y=>5 est une asymptote horizontale & Cr en +oo
X—+00

MatheX Maths Tale - Licence CC BY-NC-SA 4.0 10 octobre 2023 9/39



Limite finie ou infinie d’une fonction Limite infinie d’'une fonction en +co ou —co

Limites de fonctions

Définition 3 : (limite infinie d’une fonction en +oco ou —o0)

Soit A et B deux réels quelconques.

Tout intervalle ]A; +oo[ contient toutes
<= les valeurs de f(x) pour x assez grand
(respectivement pour x assez petit)

S apour limite +oo en +oo
(respectivement en —oo)

Tout intervalle | — oo; B[ contient

imite — toutes les valeurs de f(x) pour x as-
f apour limite —co en +oo fx)p

(respectivement en —oo) sez grand
(respectivement pour x assez petit)

NB:

lim f(x) =+00 & VA, il existe xg tel que : Vx > xg, f(x) > A
X—+00

lim f(x) = -0 & VB, il existe xg tel que : Vx < xp, f(x) < B
X——00
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Limite finie ou infinie d’'une fonction Limite infinie d’'une fonction en +co ou —co

Limites de fonctions

Exemple : Etudiez les limites de la fonction f(x) = 2x en +co et en —co

B
f(x)=2x<B & x<§

. B .
Donc si on prend xp = > on a bien :

pour tout x < xp, on af(x) < B

Etdonc: lim f(x)=—o0
xX——00

A
fX)=2x>A © x>§

. A .
Donc si on prend xp = PR on a bien :

pour tout x > xpg, onaf(x) > A

Etdonc: lim f(x) =400
X—>+00
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Limite finie ou infinie d’une fonction Limite infinie d’'une fonction en a

Limites de fonctions

Définition 4 : (limite infinie d’une fonction en a)

Soit A et B deux réels quelconques; a un réel et r un réel positif
Soit f une fonction définie sur [r — a; a[ ou sur |a; r + a[

Tout intervalle JA;+co[ contient toutes
apour limite +o0 ena <= les valeurs de f(x) pour x assez proche
p p p
de a

Tout intervalle | — oo; B[ contient toutes
fapour limite —co ena —= les valeurs de f(x) pour x assez proche
dea

NB :
)161_1‘}[11 f(x) =400 & VA, il existe xg tel que : Vx €]a; xo[, f(x) > A

x>a

lim f(x) =4+00 < VA, il existe xqg tel que : Vx €lxg;a x) > A
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Limite finie ou infinie d’'une fonction Limite infinie d’'une fonction en a

Limites de fonctions

. 1
Exemple : Ftudiez les limites de la fonction f(x) = — en 0
X
Dr =R*
1 1
f)==>A>0etx>0 © 0<x< =
X 1 A
Donc si on prend xp = 1 on a bien : pour tout x €]0; xg[, onaf(x) > A

Et donc : lirr(l) f(x) =400
x—

x>0

1 1
f(x):;<B<0etx<0 S §<x<0

1
Donc si on prend xy = z-ona bien : pour tout x €]xo;0[, ona f(x) < B

Et donc : lirr(l) f(x) = —o0
3<0
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Limite finie ou infinie d’'une fonction Asymptote verticale

Limites de fonctions

Définition 5 : (asymptote verticale)

La droite d’équation x=a est

une asymptote verticale a Cr
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lim f(x) = +oc0
X—a
ou

lim f(x) = —o0
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Limite finie ou infinie d’'une fonction Asymptote verticale

Limites de fonctions

Exemple : Donner les asymptotes verticales a Cy :
X —00 -3 2 +00
+00 +00 +00
-1 —00 5
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Limite finie ou infinie d’'une fonction Asymptote verticale

Limites de fonctions

Exemple : Donner les asymptotes verticales a Cy :
X —00 -3 2 +00
+00 +00 +00
f / / \
-1 —00 5

lim3 f(x) =400 = d; : x = -3 est une asymptote verticale a Cy
x——

x<-3

lin% f(x) =400 = d, : x =2 estune asymptote verticale a Cr
X—

x>2
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Opérations sur les limites

Limites de fonctions
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Opérations sur les limites Limite d’'une somme

Limites de fonctions

Propriété 1 : (limite d’une somme)

Soit a un nombre réel ou +co ou —co.

Si  lim f(x) = l l { | +00 | —00 | 400
X—a

Et lim g(x) = ' | +00 | —00 | +00 | —00 | —0
X—a

Alors lim (f(x)+g(x)) =|| 4+ | +00 | —00 | +00 | —00 | F.I
Xx—a

NB : Une forme indéterminée (F.I) ne permet pas de conclure directement.
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Opérations sur les limites Limite d’un produit

Limites de fonctions

Propriété 2 : (limite d’un produit)

Soit a un nombre réel ou +co ou —co.

>0 | <0 | £>0|¢<0
Si lim f(x) = ¢ ou ou ou ou 0
T +00 —00 +00 —00
—00
Et lim g(x) = €’ +00 +00 —o0 —o0 ou
X—a +oo
Alors lim (f(x) X g(x)) = || x| +o0 —00 —00 +00 F.I
X—a
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Opérations sur les limites Limite d’un quotient

Limites de fonctions

Propriété 3 : (limite d’un quotient)

Soit a un nombre réel ou +co ou —co.

Si  lim f(x) = ¢ ¢ 0 +00 +00 0
Et 1lim g(x) = ¢ +0 +00 0 +0 +00 0
+o0 +o0
lon | (selon
P (se
Alors lim @ = = 0 regle regle F.I F.I
x=a g(x) ¢ des des
signes) | signes)
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Opérations sur les limites Limite d’un quotient

Limites de fonctions

Exemple :
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Opérations sur les limites Fonction composée

Limites de fonctions

Définition 6 : (fonction composée)

Soit & une fonction définie sur I et J I’image de [ par h.
Soit g une fonction définie sur J et K ’image de J par g.

La fonction composée de & suivie de g est la fonction qui associe a
x I’image par g de 'image par & de x :

goh : I —» J — K
x = h(x) = g(hx)

NB : Ondit "la fonction g rond h"
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Opérations sur les limites Fonction composée

Limites de fonctions

Exemple : Soit les fonctions g(x) = ¢* et h(x) =1 —2x

a. Ecrire lafonction f=goh

b. Ecrirelafonction i=hog
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Opérations sur les limites Fonction composée

Limites de fonctions

Exemple : Soit les fonctions g(x) = ¢* et h(x) =1 —2x

a. Ecrire lafonction f=goh

f)=goh(x) =€

b. Ecrirelafonction i=hog

ix)=hog(x)=1-2¢"
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Opérations sur les limites Limite d’une fonction composée

Limites de fonctions

Propriété 4 : (limite d’une fonction composée)

Soit a, b et ¢ des réels ou +co ou —co

lim g(x) =b
X—da

= lim fog(x)=c
lim (0 = ¢ lim fog(x)
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Opérations sur les limites Limite d’une fonction composée

Limites de fonctions

Exemple : Soit les fonctions g(x) = e* et h(x) =1 —2x
Déterminer la limite en +co de la fonction :

a. f=goh:

b. i=hog:
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Opérations sur les limites Limite d’une fonction composée

Limites de fonctions

Exemple : Soit les fonctions g(x) = e* et h(x) =1 —2x
Déterminer la limite en +co de la fonction :

a. f=goh: f)=goh(x)=e™
liIP (1-2x) =-c0 L
oo . e .\
Xlim K=o (= xgl}—loo e =0 par composition
b. i=hog: i(xX)=hog(x)=1-2¢"
lim e° =+
oo . 3 _ -
Xlim (1-2X) = —o = xgrfm (1-2¢") =-0 par composition
—+00
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Opérations sur les limites Limite d’une fonction composée

Limites de fonctions

Exemple 2 : Démontrer que lim e* =0
X——00
On a déja démontré que lim €' =+o0
X—>+00
Soit X = —x
lim —x=+oc0 1
T x = lim e*=+c00 = lim — =0 par quotient
lim e* =+ X——00 x——00 e~ X
X—+0
1 :
Or — =¢" donc Ilim e =0
e X——00
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Limites et comparaison

Limites de fonctions

Table des matiéres :
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e Croissances comparées

MatheX Maths Tale - Licence CC BY-NC-SA 4.0 10 octobre 2023 26/39



Limites et comparaison Comparaison a une fonction de limite infinie

Limites de fonctions

Théoreme 1 : (Comparaison a une fonction de limite infinie)

Soit @ un réel ou +oco ou —co
Soit deux fonctions f(x) et g(x)

f(l)lcr)nzgf)(c;):sig } - ;1_)11; f(x) = +00
fﬁgn ngg):sgg } = lim f(x) = -c0
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Limites et comparaison Comparaison a une fonction de limite infinie

Limites de fonctions

Exemple : Déterminer les limites de f(x) =x+cosx :
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Limites et comparaison Comparaison a une fonction de limite infinie

Limites de fonctions

Exemple : Déterminer les limites de f(x) =x+cosx :

VxeR:
—1<cosx<1 = x—-1<x+cosx<x+1 = x-1<f(x) <x+1

lim x=+4c0 et lim —-1=-1 = lim x—-1=+co parsomme
X—+00 X—>+00 eyl
f(x)=2x-1 VxeR . ‘
lim (x—1)=+4c0 ( — [Mm f(x)=+co  parcomparaison
X—+00

lim x=-c0 et lim 1=1 = lim x+1=-c0 parsomme

X——00 X——00 X——00

f(x)<x+1 VxeR ) '
lim (x+1)=—co ( — Jm f(x)=-co parcomparaison
X——00
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Limites et comparaison Comparaison a une fonction de limite infinie

Limites de fonctions

Exemple 2 : Déterminer la limite de e* en 400
Soit g(x) = ¢* —x

Sur Iintervalle [0; +oo :
g(x)=e¢"-1>e"—1=1-1=0 car e croissante sur R
g (x) 20 = gcroissante = g(x) 20 = " >x

On a donc :
ef>2x Vx>0 i . .
. = lim € =+o00 par comparaison
lim x=+4o0 Pararvy p P
Xx—+00
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Limites et comparaison Théoreme des gendarmes

Limites de fonctions

Théoreme 2 : (théoréme des gendarmes)

Soit a un réel ou +o0 ou —co.
Soit trois fonctions f(x), g(x) et a(x).
Soit £ un réel.

gx) < f(x) < h(x)surl
lim g0 =¢ | lim () =¢
lim h(x) = ¢ e
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Limites et comparaison Théoreme des gendarmes

Limites de fonctions

COS X

Exemple : Déterminer les limites de f(x) =
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Limites et comparaison Théoreme des gendarmes

Limites de fonctions

COS X
Exemple : Déterminer les limites de f(x) =
liI’I(l) cosx =1 liI’I(l) cosx =1
Thim x=0t { = limf) =40 lim x—0- ¢ = lim f(x) = —oo
x—0 *=0 =0 x—0
>0 x>0 <0 x<0
1 cosx
-1<cosx<1 = —-< < - pourx>0
X X
1 .
lim ——=0 ¢t = lim f(x)=0
x—+00 X X—+00
lim —=0
xX—+400 X
1 1
-1<cosx<1 = —=2> o3 > - pourx<0
X X X ]
lim ——=0 ¢y = lim f(x)=0
xX——00 X——00
lim —=0
xX——00 X

MatheX Maths Tale - Licence CC BY-NC-SA 4.0 10 octobre 2023 31/39



Limites et comparaison Croissances comparées

Limites de fonctions

Propriété S : (croissances comparées)

Soit 7 un entier naturel non nul.

) e*
lim — =400
Xx—+oo X
lim x"e¢* =0
X——00
er
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Limites et comparaison Croissances comparées

Limites de fonctions

Exemple : Déterminer lim (x —e")

X—+00
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Limites et comparaison Croissances comparées

Limites de fonctions

Déterminer lim (x — &)
X—+00

Exemple :

On leve I'indétermination par factorisation :
X

x—e'=x (l—e—) pour tout x # 0
X

. e . e . e
im —=400 = lim ——=-00 = Ilim [l-—]=-x
xX—+00 X X——00 X X—+00

. e’
lim (1-—]=- . .
x—+oo X = lim (x—¢€*) =—oco par produit
lim x = +oco0 Koee
X—+00
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Limites et comparaison Croissances comparées

Limites de fonctions

X
Démonstration : ) lim — =+c0
On étudie la fonction f(x) = e* — % e X
ff(x)=€e"—x et f"(x)=€" -1
/() =0 @ =1 @ = @ x=0 (1)
') >0 @ &>1 @ &> @ x>0 (2
f(x) <0 @ <1 @ < @ x<0 (3)

(1), (2) et (3) = f’ atteint un minimumen 0 = Vx, f/(x) > f/(0)=1>0
= f strictement croissante sur R

Aussi, Vx €]0;+oco[ ,ona:

e*
RO >f0)=15>0 = &> = £ 52
2 x 2
. X . . P
Or lim = = +oo donc par comparaison lim — = +oo O
X—+00 X400 X
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Limites et comparaison Croissances comparées

Limites de fonctions

. . . e
Démonstration 2 : lim — =+
x—+o0 xM
Six#0,0ona:
X E n X\ n X\ n
e €'n (e") en 1 en 1 &\
—_= = =|— =|—- - =|---— avec X = -
x" X" X" X no 5 n X n
Puis par composition et par produit :
. X
lim - =+ X
xX—+00 n . en . X
¥ = lim & =+4c0 = lim — =+ m]
. e X—+00 = X—+o0 X"
lim — =+o0 n
X—4c0 X
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Limites et comparaison Croissances comparées

Limites de fonctions

A 1 1 X
Démonstration 3 : lim x"e*=0
X——00
Avec X = —x,ona:
X}'l
x”ex = (—X)n eiX = (—l)n . _X
e
Par composition, par quotient et par produit , on a :
lim —-x=+ _
X——00 o0 . e x . (—x)”
= lim =+0c0 = lim =0 >
lim — =400 X——00 (—)C)" x——c0 e X
x—+oo  x
. —x)" .
lim —( ) =0 = lim x"e¢' =0 m]
X——00 e—x X——00
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dérivée d’'une fonction composée

Limites de fonctions

Table des matiéres :

@ dérivée d’'une fonction composée

e Dérivée d’une fonction composée
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dérivée d’'une fonction composée Dérivée d’'une fonction composée

Limites de fonctions

Propriété 6 : (dérivée d’une fonction composée)

Soit & une fonction dérivables sur /I et J ’'image de [ par h.
Soit g une fonction dérivable sur J.
Soit f 1a fonction composée f = go h

Alors f est dérivable sur / et :

f'=(goh) =lx (g oh)
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dérivée d’'une fonction composée Dérivée d’'une fonction composée

Limites de fonctions

Exemple : Calculez la dérivée des fonctions :

a. f(x)=(2x+3)1°

b. f(x)=V2x+6
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dérivée d’'une fonction composée Dérivée d’'une fonction composée

Limites de fonctions

Exemple : Calculez la dérivée des fonctions :

a. f(x)=(2x+3)1°

h(x) = 2x + 3 définie et dérivable sur R : W(x)=2
g(x) = x'° définie et dérivable sur R :  g’(x) = 10x°

= f définie et dérivable sur R et f/(x) = 2 x 10 x (2x + 3)° = 20 (2x + 3)°

b. f(x)=V2x+6
h(x) = 2x + 6 définie et dérivable sur R : W(x)=2

g(x) = v/x définie sur R* et dérivable sur R™ :  g’(x) = 5 \/_

= f définie sur [ =3 ;+oco [ et dérivable sur | — 3 ;+c0 [et:
1 1

’ :2 —
F'e) 8 2V2x+6  V2x+6
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