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Fonction In Rappel sur la fonction exponentielle (1ére)

Logarithme népérien

Rappel 1 : (fonction exponentielle)

Définition : la fonction exponentielle est I’'unique fonction égale a sa dérivée
(e = e

dont I’'image de O est 1 : { =

Etude : la fonction exponentielle est définie, continue, dérivable et
strictement croissante sur R

Relation fonctionnelle : &Y = ¢* X ¢”

1 er
Autres propri€tés : e = —; ¥V = —; M = (ex)" ¥ >0VxeR

er e’
h—1
Limites : lim ¢'*=0%; lim ¢&* = +o0; lim =1
X——00 X—+00 h—0 h
Croissances comparées : lim x"e*=0; lim — =+o0
X——00 x—+o0 xN
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https://www.mathexien.com/Maths1ere/exponentielle.php

Fonction In Définition de la fonction In

Logarithme népérien

Définition 1 : (fonction In)

La fonction logarithme népérien est la fonction réciproque de la
fonction exponentielle :

In: ]0;4+00[— R
x > In(x) =y avec y’unique réel tel que ¢’ = x

Ainsi pour tout réel x strictement positif et pour tout réel y, on a :

Inx=y & x=¢€

In(e”) =y

elnx = x
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Fonction In Définition de la fonction In

Logarithme népérien

Exemple :

a. Donner un tableau de valeurs de la fonction exponentielle.

b. En déduire un tableau de valeurs de la fonction In.
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Fonction In Définition de la fonction In

Logarithme népérien

Exemple :

a. Donner un tableau de valeurs de la fonction exponentielle.

x || -2]-1]0]1]2]|3

e* e2lel | 1]el|e?|éd

b. En déduire un tableau de valeurs de la fonction In.

X e2lel|1]el|e?]|él

Inx| -2 -1 /01|23
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Fonction In Définition de la fonction In

Logarithme népérien

c. Tracer les courbes représentatives des fonctions

Exemple :
P exponentielle et In.
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Fonction In Définition de la fonction In

Logarithme népérien

c. Tracer les courbes représentatives des fonctions

Exemple :
P exponentielle et In.
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Fonction In Equation et inéquation avec In

Logarithme népérien

Propriété 1 : (équation et inéquation avec In)

Soit a et b deux réels strictement positifs.

Ina=Inb & a=>b

Ina<lnb < a<b

Démonstration :
La fonction exponentielle est strictement croissante sur R donc :
Ina<lnb & <"’ o a<b O

Inb

Ina=lnb & M4=¢ S a=b O
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Fonction In Equation et inéquation avec In

Logarithme népérien

Exemple : Résoudre les équation et inéquations ci-apres.

a. In2x+1)=0

b. 62x+l =2

c. In(2x+1) =Inx

d. In2x+1) <0
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Fonction In Equation et inéquation avec In

Logarithme népérien

Exemple : Résoudre les équation et inéquations ci-apres.

1
a. In(2x+1)=0 In(2x+ 1) existesi2x+1>0 © x>—-= (1)
In2x+1)=0 & In2x+1)=In(l) @ 2x+1=1 © x=0 (2)
() et (2) = S={0}

In2-1
2

c. In(2x+1) =Inx Existence : 2x+1>0etx>0 © x>0 (1)

In2x+1)=Inx © 2x+1=x © x=-1 (2)

(et (2) = S=0

b. €2x+1 =2 = ln(ezx'H) = 1[](2) S 2x+1= ln(z) S X =

1
d. In(2x+1) <0 In(2x+ 1) existe si2x+1 >0 & x> —-= (1)
In2x+1) <0 & In(2x+1) <In(l) & 2x+1<1 © x<0 (2

(1) et (2) = s:]—%; o]
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Propriétés algébriques Relation fonctionnelle

Logarithme népérien

Propriété 2 : (relation fonctionnelle)

Soit a et b deux réels strictement positifs.

In(axb) =Ina+1Inb

NB :

La fonction exponentielle transforme une somme en produit.
Sa fonction réciproque transforme donc un produit en une somme.

Démonstration :

elnatinb —_ gna s plnb — g5 p = "(@xb) — Ing+1Inb =In(a x b) o
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Propriétés algébriques Relation fonctionnelle

Logarithme népérien

Exemple :

a. Montrerque: In360=3In2+2In3+1n5

b. Calculer In 1024 en fonction de 1n 2.
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Propriétés algébriques Relation fonctionnelle

Logarithme népérien

Exemple :
a. Montrerque: In360=3In2+2In3+1n5

In360 =1In(8 X9 x 5)
=In8+In9+1In5
=In(4x2)+In(3x3)+1In5
=In4d+In2+In3+In3+1n5
=In(2x2)+In2+In3+1In3+1In5
=In2+In2+In2+In3+In3+1In5
=3In2+2In3+In5

b. Calculer In 1024 en fonction de 1n 2.

In1024 =1n2'9 = 101In2
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Propriétés algébriques Conséquences de la relation fonctionnelle

Logarithme népérien

Propriété 3 : (conséquences de la relation fonctionnelle)

Soit a et b deux réels strictement positifs. Soit n un entier relatif.

In(a") =nlna

In (va) = %lna

ln(%):lna—lnb

1
In (3) =—Inb
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Propriétés algébriques Conséquences de la relation fonctionnelle

Logarithme népérien

Exemple :

a. Trouver le plus petit entier naturel 7 tel que 2" > 10°.

b. Résoudre 1’équation In(x*> — 1) — 21n (\/x 1) =1.
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Propriétés algébriques Conséquences de la relation fonctionnelle

Logarithme népérien

Exemple :
a. Trouver le plus petit entier naturel 7 tel que 2" > 10°.

2">10° & In(2") >1n(10%) < nln2>6In10

o ns6x ™M 199 = n=20
In2

b. Résoudre 1’équation In(x*> — 1) — 21n (\/x + 1) =1.
Condition d’existence : (x < —loux > 1)et(x > —1)doncx > 1 (1).

In(2-1)=2In (\/x+ 1) -1 o (-1 -In(x+1)=In¢

2
-1 -1 1
X —lne (x=1)(x+ ):
x+1 x+1

(Det(2) = S={e+1}

In

e ©® x—1l=e & x=e+1 (2)
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Etude la fonction In
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Etude la fonction In Dérivée de In

Logarithme népérien

Propriété 4 : (dérivée de In)

La fonction In est continue et dérivable sur |0 ; +oo[ de dérivée :

;1
Inx) = -
(In)' =~

En utilisant la formule de la dérivée d’une fonction composée, on a :

( In u(x)) = b;/((;c))
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Etude la fonction In Dérivée de In

Logarithme népérien

Exemple :

a. Calculer la dérivée de f(x) = In(2x + 1).

b. Calculer la dérivée de g(x) = In(x* + 1).

c. Calculer la dérivée de h(x) = In ( X2+ 1).
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Etude la fonction In Dérivée de In

Logarithme népérien

Exemple :

a. Calculer la dérivée de f(x) = In(2x + 1).

2
2x+1

1
f définie et dérivable sur —5 +oof. f/(x) =

b. Calculer la dérivée de g(x) = In(x* + 1).

2x

g définie et dérivable sur R. g’ (x) = 5
x“+1

c. Calculer la dérivée de h(x) = In ( X2+ 1).

1 1
h définie et dérivable sur R. h(x) = 3 In(x*+1) = 3 g(x)

X
W (x) =
) X2 +1

MatheX Maths Tale - Licence CC BY-NC-SA 4.0

7 mars 2024

18/26



Etude la fonction In Dérivée de In

Logarithme népérien

Démonstration :

on admet que la fonction In est dérivable sur |0 ; +oo[ et on cherche
sa dérivée.

elnx = x = (elnx)’ — (X),
= (Inx) xe" =1
= (Inx)' xx=1

= (Inx)' = - m]
x
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Etude la fonction In Limites de In x

Logarithme népérien

Propriété 5 : (limites de In x)

lim Inx = —o0
x—0
x>0

lim Inx =+

X—+00

In(1
lim RA+A)
h—0 h

MatheX Maths Tale - Licence CC BY-NC-SA 4.0 7 mars 2024 20/26



Etude la fonction In Limites de In x

Logarithme népérien

Démonstration :
Pour la limite en +o0, on revient a la définition de la limite :

Puisque, pourtoutx > 0: Inx>A & x> el
On retrouve bien la définition d’une limite infinie en +oo :
VA, il existe xo = e tel que:Vx >xg, Inx>A & lim Inx=+c0 O

X—+00

Pour la limite en 0, on utilise un changement de variable :

1
X = = Inx

— =—-InX
X . .
1 — lim Inx= lim —-InX=-00 m]
lim - = 400 x—0 X—+00
x—0 X x>0
x>0
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Etude la fonction In

Logarithme népérien

Tableau de variations

Propriété 6 : (tableau de variations)

Inx
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Etude la fonction In Tableau de variations

Logarithme népérien

Exemple :

Dresser le tableau de variation de  f(x) =In(2x+1) — 1
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Etude la fonction In Tableau de variations

Logarithme népérien

Exemple :

Dresser le tableau de variation de  f(x) =In(2x+1) — 1

1 2
f définie et dérivable sur |—= ; +oo| de dérivée f’(x) =
2 2x+ 1
1 e—1
X — +00
2 2
1 (x) +
+00
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Etude la fonction In Croissances comparées

Logarithme népérien

Propriété 7 : (croissances comparées)

Soit 7 un entier naturel non nul.

lirr(l) X'Inx=0
>0
1
lim — =
x—+o0 x

NB :
on retient que x I’emporte sur In x (et que e* I’emporte sur x").
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Etude la fonction In Croissances comparées

Logarithme népérien

Exemple :

Déterminer la limite en +oo de Inx — x.

MatheX Maths Tale - Licence CC BY-NC-SA 4.0 7 mars 2024 25/26



Etude la fonction In Croissances comparées

Logarithme népérien

Exemple :

Déterminer la limite en +oo de Inx — x.

lnx—xzx(ln—x—l)
X

. Inx ) .
lim (— — 1| = =1 par croissance comparée de In puis par somme.
X—+00 X

. Inx
lim (— - l) =-1 ) )
x—too | X = lim (Inx - x) = —oo par produit

lim x=+oo Fokeo
X—4+00
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Etude la fonction In Croissances comparées

Logarithme népérien

Démonstration :

Soitx? =eX.OnaX =In(x") =nlnxet lim nlnx = +co.

X—+00

Sy

. Inx . . X .
Etdonc lim —— = lim —; = lim - - —; =0 par croissance
x—+oo  x" Xo+to0 X  Xotoo n X

comparée de la fonction exponentielle puis quotient |

1 1 1
SoitX=—-.0Onax=—etlim — = +oo.
X

x—0 X
x>0
) . InX . )
Etdonc lim x"Inx = lim ——— = —0 = 0 par croissance comparée de
x—0 X—+0 XN
x>0
In en +oo et produit ]
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